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BIHARMONIC IMMERSION IN CARTANHADAMARD
SAI¨D ASSERDA AND M’HAMED KASSI
Abstract. If (Nm+p, h) is a Cartan-Hadamard manifold such that Ric(h) ≥
−G(rN (x)) where G(0) ≥ 1, G
′
≥ 0 and G−1/2 6∈ L1(+∞) then every proper
biharmonic isometric immersion φ :Mm → (Nm+p, h) is a harmonic map.
1. Introduction
Soit φ : (M, g) → (N, h) de classe C∞ d’une varie´te´ Riemannienne M de
dimension m dans N de dimension n. L’e´nergie et la bi-ene´rgie de φ sur Ω ⊂⊂M
sont de´finie par
E1(φ) =
∫
Ω
< dφ, dφ >h dvg, E2(φ) =
∫
Ω
< τ(φ), τ(φ) >h dvg
ou` τ(φ) = traceg∇dφ est le champ de tension de φ et dvg est la forme volume de
M . L’application φ est harmonique ( minimale ) si φ est une extre´male de E1 i.e
τ(φ) = 0 et biharmonique ( ou` biminimal ) si φ est une extre´male de de E2 i.e
τ2(φ) := −∆
φτ(φ)− tracegR
N(dφ, τ(φ))dφ = 0 ou` ∆φ = −traceg(∇
φ∇φ −∇φ
∇M
)
est le laplacien sur les sections du fibre´ φ−1(TN) au dessus de M et RN est
le tenseur courbure de (N, h) de´fini par RN(X, Y )Z := ∇X∇YZ − ∇Y∇XZ −
∇[X,Y ]Z. Une sous varie´te´ M ⊂ N est minimale ( resp. biminimal ) si l’injection
de M dans N l’est. Dans [1], B.Y.Chen a pose´ la conjecture : toute sous varie´te´
bi-minimale de l’espace euclidien est minimale. Il expose dans son survey les
de´veloppements re´cents sur la conjecture [2]. Dans [4], S.Maeta propose une ver-
sion ge´ome´trique globale de la conjecture de Chen : toute immersion comple`te
bi-minimale dans une varie´te´ riemannienne de courbure sectionnelle ne´gative est
minimale. Il montre que c’est le cas si l’immersion est propre ( en particulier
comple`te ) et la courbure sectionnelleKN ve´rifie −C(1+d
2
N(x, x0))
α
2 ≤ KN(x) ≤ 0
ou` C ≥ 0 et 0 ≤ α < 2.
Dans cette note, en supposant que l’espace ambiant (N, h) est de Cartan-Hadamard
et sa courbure de Ricci de´croit vers −∞ au plus quadratique en la distance, on
montre que l’immersion est minimale.
Theoreme 1.1. Soit φ : Mm → (Nm+p, h) une immersion isome´trique pro-
pre ou` N une varie´te´ de Cartan-Hadamard de courbure de Ricci : Rich(x) ≥
−G(dN(x, x0)) avec G : [0,+∞[→ [0,+∞[ ve´rifiant G(0) ≥ 1, G
′
≥ 0 et
G−1/2 6∈ L1([0,+∞[). Si φ est bi-minimale alors elle est minimale.
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2. Pre´liminares
Sot Mm ⊂ (Nm+p, h) une sous varie´te´ de dimension m dans une varie´te´ de
dmension m + p. On munit M de la me´trique induite par l’injection canonique
iM et h : i
∗
M(h)(X, Y ) :=< diM(X), diM(Y ) >h pour X, Y ∈ TM . La deuxie`me
forme fondamentale de M : B : TM × TM → NM est de´finie par
B(X, Y ) = DXY −∇XY
pour tout XY ∈ TM ou` D est la connexion de Levi-Civita de (N, h), ∇ est
celle de (M, i∗Mh) et NM = TN ⊖ TM est le fibre´ normale de M . Si η ∈ TN ,
l’application de Weingarten associe´e a η : Aη : TM → TM est de´finie par
DXη = AηX +∇
⊥
Xη ou` ∇
⊥ est la connexion normale, elle ve´rifie
< B(X, Y ), η >h=< AηX, Y >h
Si x ∈ M , soit (e1, e2, · · · , em, em+1, · · · , em+p) une base locale orthonormale de
TxN telle que (e1, e2, · · · , em) est une base orthonormale de TxM . Alors B se
de´compose au point x : B(X, Y ) =
m+p∑
α=m+1
Bα(X, Y )eα. La courbure moyenne de
M est la trace de B
H =
1
m
m∑
i=1
B(ei, ei) =
m+p∑
α=m+1
Hαeα ou` Hα =
1
m
m∑
=1
Bα(ei, ei)
Maintenant, soit φ :M → (Nm+p, h) est une immersion isome´trique. On identifie
dφ(X) avec X ∈ TxM pour tout x ∈ M . Pour tous X, Y ∈ TM , la deuxie`me
forme fondamentale de φ est ∇dφ(X, Y ) = ∇φX(dφ(Y )) − dφ(∇XY ) = B(X, Y )
et par suite τ(φ) = mH . Donc φ est biharmonique si et seulement si −∆H −∑m
i=1R
N(ei, H)ei = 0, qu’on de´compose en parties tangentielle et normale ( voir
[1]) :
(1) ∆⊥H −
m∑
i=1
B(AHei, ei) +
m∑
i=1
(RN(ei, H)ei)
⊥ = 0
(2) m∇|H|2 + 4
m∑
i=1
A∇⊥eiH
ei −
m∑
i=1
(RN(ei, H)ei)
⊤ = 0
3. De´monstration du the´ore`me 1.1
Puisque φ est bi-minimale, d’apre`s l’equation (1) on a
∆|H|2 = 2|∇⊥H|2 + 2 < H,∆⊥H >
= 2|∇⊥H|2+2
m∑
i=1
< B(AHei, ei), H > −2
m∑
i=1
< RN (ei, H)ei, H >
≥ 2|∇⊥H|2 + 2
m∑
i=1
< AHei, AHei > car R
N ≤ 0
= 2|∇⊥H|2 + 2m|H|4
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On pose u(x) = |H(φ(x))|2 et on conside`re la fonction
F (x) = (R2 − r2(φ(x)))2u(x) si x ∈M ∩ φ−1(BR)
ou` y0 ∈ N \ φ(M) est un point fixe´, r(φ(x)) = dh(φ(x), y0) et BR = {y ∈ N :
dh(y, y0) < R}. La fonction F est non identiquement nulle sur M ∩ φ
−1(BR) et
nulle sur M ∩ φ−1(∂BR). Puisque φ est propre M ∩ φ
−1(BR) est compacte dans
M . Il existe un maximum p ∈ M ∩ φ−1(BR) de F . Par un argument de Calabi,
on peut supposer que φ(p) n’est pas conjugue´ a` y0. On a donc
(i) ∇F (p) = 0⇐⇒
∇F (p)
F (p)
=
2∇r2(φ(p))
R2 − r2(φ(p))
et (ii) ∆F (p) ≤ 0
et en utilisant (i), (ii) devient
(iii)
∆u(p)
u(p)
≤
6|∇r2(φ(p))|2
(R2 − r2(φ(p)))2
+
2∆r2(φ(p))
R2 − r2(φ(p))
On a |∇r2(φ(p))|2 ≤ 4mr2(φ(p)) et
∆r2(φ(p)) = 2
m∑
=1
< (∇r)(φ(p)), dφ(ei) >
2 +2r(φ(p))
m∑
i=1
∇dr(φ(p))(dφ(ei), dφ(ei))
+2r(φ(p)) < (∇r)(φ(p)), τ(φ)(φ(p)) >
≤ 2m+ 2r(φ(p))
(m+p∑
i=1
∇dr(φ(p))(ei, ei)−
m+p∑
i=m+1
∇dr(φ(p))(ei, ei)
)
+2mr(φ(p))|H(φ(p)|
Puisque N est de Cartan-Hadamard on a ∇dr(φ(p))(ei, ei) ≥ 0 (voir [3]), par
suite
∆r2(φ(p)) ≤ 2m+ 2r(φ(p))∆r(φ(p)) + 2mr(φ(p))|H(φ(p)|
D’apre`s le the´ore`me de comparaison : ∆r(φ(p)) ≤ C
√
G(r(φ(p)) (voir [5]), donc
(iii) s’e´crit
∆u(p)
u(p)
≤
24mr2(φ(p))
(R2 − r2(φ(p)))2
+
2m+ 2Cr(φ(p))
√
G(r(φ(p))) + 2mr(φ(p))|H(φ(p)|
R2 − r2(φ(p))
D’apre`s (∗) on a ∆u ≥ 2mu2 sur M , on a donc
2mu(p) ≤
24mr2(φ(p))
(R2 − r2(φ(p)))2
+
2m+ 2Cr(φ(p))
√
G(r(φ(p))) + 2mr(φ(p))|H(φ(p)|
R2 − r2(φ(p))
et par suite
2mF (p) ≤ 24mr2(φ(p))+(2m+2Cr(φ(p))
√
G(r(φ(p))))(R2−r2(φ(p))+2mr(φ(p))
√
F (p)
Puisque r(φ(p)) ≤ R et G ≥ 1, cette ine´galite´ quadratique en
√
F (p) entraine
|H(φ(x))| ≤ C
√
G(R) ∀ x ∈M ∩ φ−1(BR), ∀ R > 0.
Si w ∈M et R = dh(φ(w), y0), alors on a
|H(φ(w))| ≤ C
√
G(r(φ(w))) ∀ w ∈M
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et donc
∆(r ◦ φ)2 ≤ C(r ◦ φ)
√
G(r ◦ φ) sur M
On en de´duit que (G, (r ◦ φ)2) est une paire d’Omori-Yau dans M , par suite ∆M
ve´rifie le principe de maximum [5].
Supposons que u est majore´ sur M , pour tout ǫ > 0 il existe xǫ ∈M tels que
sup
M
u ≤ u(xǫ) + ǫ, |∇u(xǫ)| < ǫ et ∆u(xǫ) < ǫ
D’apre`s (∗) on a 2mu2 ≤ ∆u, donc
0 ≤ sup
M
u ≤ u(xǫ) + ǫ ≤ (
1
2m
+ 1)ǫ
par suite u = |H|2 = 0 i.e M est minimale.
Supposons que u n’est pas majore´. La fonction v = (u + 1)−1/4 est minore´e sur
M . D’apre`s le principe de maximum : pour tout n ≥ 1, ∃ xn ∈M tels que
v(xn) < inf
M
v +
1
n
, |∇v(xn)| <
1
n
, ∆v(xn) > −
1
n
Puisque
(1 + u)−3/2∆u = −4(1 + u)−1/4∆v + 20|∇g|2
et 2m2u ≤ ∆u, on en de´duit
2m(u(xn))
2
(1 + u(xn))
3
2
<
4
n(1 + u(xn))
1
4
+
20
n2
Quand n tend vers l’infini, u(xn)→ sup u = +∞. Le membre de droite tend vers
l’infini et celui de gauche vers 0, impossible.
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